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RESUMO

GALVAO, M.L. Busca Extremal para Equagdes Diferenciais Parciais de Stefan com
Fronteira Mdvel. 70 f. Dissertagao (Mestrado em Engenharia Eletronica) - Faculdade de

Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

Esta dissertacao apresenta o projeto e a andlise da busca extremal para mapas
estaticos com entrada governada por uma equagao diferencial parcial (EDP) de difusao
definida em um espago variante no tempo descrito por uma equacao diferencial ordinéaria
(EDO). Esse é o primeiro esfor¢o para buscar uma extensao da busca extremal da EDP
do calor para a EDP de Stefan. A compensacao da dindmica de atuacao é realizada por
um controlador de fronteira (backstepping control) através de uma transformacao backs-
tepping para fronteira moével, que é utilizado para transformar o acoplamento EDP-EDO
original em um sistema alvo no qual a estabilidade exponencial é provada. A convergéncia
exponencial local para uma pequena vizinhanca do ponto 6timo é provada utilizando a
metodologia de backstepping, funcional de Lyapunov-Krasovskii e o método da média em
dimensodes infinitas. Uma extensao do controle por busca extremal com compensacao de

atraso do problema de Stefan também é discutida.

Palavras-chave: Controle adaptativo. Busca extremal. Equacao diferencial parcial. Teoria

da média. Sistemas de dimensao infinita. Transformacao Backstepping



ABSTRACT

GALVAO, M.L. Estremum Seeking for Stefan Partial Differential Equation with Mo-
ving Boundary. 70 f. Dissertation (Master Degree Course in Electronic Engineering) -

Faculdade de Engenharia, Rio de Janeiro State University, Rio de Janeiro, 2022.

This dissertation presents the design and analysis of the extremum seeking for sta-
tic maps with input governed by a parabolic partial differential equation (PDE) of the
diffusion type defined on a time varying spatial domain described by an ordinary differen-
tial equation (ODE). This is the first effort to pursue an extension of extremum seeking
from the heat PDE to the Stefan PDE. The compensation of the average-based actua-
tion dynamics is performed by a backstepping controller via backstepping transformation
for the moving boundary, which is utilized to transform the original coupled PDE-ODE
into a target system whose exponential stability is proved. The local exponential conver-
gence to a small neighborhood of the optimal point is proven by means of backstepping
methodology, Lyapunov-Krasovskii functional and averaging in infinite dimensions. The
extension for the delay-compensated extremum seeking control of the Stefan problem is

also discussed.

Keywords: Adaptive Control. Extremum Seeking. Partial Differential Equation. Avera-

ging Theory. Infinite dimension systems. Backstepping Transformation.
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INTRODUGAO

A busca extremal é uma abordagem de otimizagdo em tempo real no campo do
controle adaptativo nao baseada em modelos, ou seja, nao requer conhecimento explicito
da planta nem da funcao que deseja otimizar. Esse método ¢ usado para manter o extremo
de um mapa de saida dinamico ou estatico. Desde que seja estavel, o mapa pode possuir
caracteristicas nao lineares. O principal objetivo é encontrar a entrada 6tima de um
sistema desconhecido que direciona a saida do sistema mensuravel y ao seu valor 6timo
desconhecido y* utilizando o método da perturbacao.

A busca extremal foi introduzida primeiramente em [5] para maximizar a transfe-
réncia de energia para um bonde elétrico. Os russos, principalmente [6] estudaram muito
sobre esse conceito na década de 1940, antes de ser introduzido na década de 1950 nos
Estados Unidos da America por [7], no qual foi proposto como otimizar um motor de
combustao interna, detalhando o algoritmo de controle extremal e seu desempenho.

O numero de publicacoes entre as décadas de 1960 e 1990 continuou de forma
modesta [8], o foco nesse periodo foi a pesquisa em outros tipos de controle adaptativo. Os
trabalhos abordados sobre controle extremal nesse periodo focavam na excitacao peridédica
para explorar o regime permanente dos sistemas estudados. Apds a publicagdo da prova
rigorosa de estabilidade do sistema de controle extremal por realimentagdo de saida [9], o
interesse sobre o assunto aumentou consideravelmente,refletindo no ntimero de publicacoes
na década de 2000.

Desde entao, o interesse sobre o tema voltou a ter importancia na teoria do con-
trole devido a crescente necessidade de otimizar plantas de modo a reduzir os custos
operacionais e adequar as especificagoes do produto [10], sendo publicado as importantes
pesquisas como [11] [12] [13] [14], destacando a referéncia [13] que apresenta o método
de Newton para busca extremal, no qual apresenta como principal vantagem uma taxa
de convergéncia mais rapida se comparada com o método do gradiente. Além disso, a
busca extremal foi aplicada com sucesso em diversos sistemas de engenharia, como robos
moveis, bioprocessos, motores de combustao e projeto de freios ABS (Antilock Braking
Systems).

Existem diferentes métodos utilizados no controle extremal, dentre eles, o mais

popular é o método da perturbacao senoidal, pois permite rapida adaptacao, indo além
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dos métodos que necessitam da dindmica da planta antes de realizar a otimizagao [11]. A
perturbacao senoidal usa um filtro passa-alta na saida da planta e uma pequena perturba-
¢ao senoidal para estimar o gradiente da func¢ao objetivo. Entretanto, apenas estabilidade
local pode ser garantida.

Outro tipo de algoritmo utilizado na area de controle extremal é o método base-
ado em Newton, introduzido pela primeira vez em [15], no qual, para os casos de entrada,
Unica, utiliza uma estimativa da segunda derivada do mapa empregado. A grande dife-
renga para o método do gradiente é a nao dependéncia da Hessiana na convergéncia do
algoritmo, podendo ser atribuida arbitrariamente [13]. Essa caracteristica é importante
para algoritmos que nao sao baseados em modelos, como o controle extremal, no qual a
Hessiana é desconhecida.

O controle extremal pode ser combinado com outras estratégias de controle nao
linear para melhorar o desempenho do controle, conforme reportado em [16]. A ideia
do algoritmo consiste em fazer com que a funcao objetivo alcance o ponto étimo por
um método de chaveamento utilizando o conceito de modos deslizantes. A principal
dificuldade desse método é o comportamento de estrutura variavel gerado pela estimativa
do gradiente [17].

Todas as aplicacoes citadas anteriormente tratavam da combinagao da teoria da
busca extremal com equagoes diferenciais ordinarias (EDO). O estudo sobre sistemas de
dimensao infinita possibilitou a introducao desse tema a diversas aplicagoes, dentre elas
detaca-se o sistema que leva em consideracao as dindmicas de traso em um atuador, no
qual a propagacao de atraso pode ser representada por uma equacao diferencial parcial
(EDP) hiperbdlica de primeira ordem. A compensagao do atraso do atuador e do sen-
sor, desenvolvidas em [18] e [19] para sistemas lineares e nao lineares respectivamente,
pelo método de backstepping de dimensao infinta, foi fundamental para que o primeiro
trabalho sobre busca extremal aplicado a EDPs fosse realizado em [20]. Nesse trabalho
foi considerado um atuador com tempo de atraso conhecido, a prova de estabilidade do
sistema de malha fechada e a convergéncia para o extremo foram apresentadas.

Um grande nimero de aplicagoes em diversas areas aparecem como problemas de
fronteira moével ou mudanca de fase, como [21], [22] e [23]. Normalmente, esses tipos de
problemas surgem em situacoes de conducao de calor e precisam ser resolvidos em um

dominio dependente do tempo com uma condicao de fronteira moével. O sistema de Stefan
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¢ uma EDP de fronteira mével que modela fendomenos termodinamicos de mudanca de
fase entre liquido e s6lido, como por exemplo, o gelo derreter em um ambiente quente e a
agua congelar em um ambiente frio. Tal mudanca de fase acontece nas geleiras das regioes
polares, solidificagao de metal fundido em fundicao, extrusdo em polimero de impressao
3-D, sinterizacao a laser para impressao 3-D de metal, criocirurgia para tratamento de
cancer, armazenamento de energia térmica em edificios, etc. Os fendmenos de mudanca de
fase podem ser considerados como um crescimento ou declinio dos tamanhos de dominio
das fases liquidas e solidas. Além da mudanca de fase térmica, um crescimento no dominio
movel pode ser visto em dinamicas quimicas, bioldgicas e sociais, como o crescimento
do tumor no corpo de um paciente, alongamento axonal para transmissao de sinal de
neuronios, regiao litiada em eletrodos de baterias de ion-litio, disseminagao de espécies
invasoras para um novo ambiente, etc [24].

O problema associado com o objetivo de encontrar solugoes para o modelo de Stefan
é referido como "problema de Stefan”. Ele é nomeado dessa forma em homenagem ao
fisico austriaco Josef Stefan, celebrado por suas iniimeras contribuicdes a termodinamica
e transferéncia de calor no século XIX. A dindmica da posicao da fronteira mével no
problema de Stefan é governada por uma equagao diferencial ordinéria (EDO) que depende
do estado da EDP, gerando um acoplamento nao linear da dinamica da EDP e da EDO,
aumentando a complexidade do problema quando comparado a analise convencional para
EDPs de dominio fixo (ndo dependentes do tempo ou estado) e EDOs.

Uma importante discussao é sobre a validagdo do modelo de Stefan. Embora o
movimento senoidal usual provocado pelo algoritmo da busca extremal viole a manuten-
¢ao da fase quando o extremo é alcancado ou durante a fase transiente, pode-se manter a

fase pelo menos para o sistema médio, dessa forma, preservando a analise de convergéncia.

Formulacao do Problema

Como descrito no resumo, essa dissertacao foca na analise do esquema de busca
extremal, com andlise de estabilidade e convergéncia, para um mapa estatico desconhe-
cido Q(s(t)) com dindmicas de atuagao governadas por uma uma EDP de difusdo com
fronteira movel, conforme mostrado na Figura 1. O objetivo deste trabalho é projetar um

controlador que direcione a saida y(t) do mapa estatico Q(s(t)) para um valor étimo y* e
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da EDP de Stefan

Figura 1: Malha de controle com dindmica de atuagao governada por um EDP de
Stefan de extremo desconhecido.

para que esse objetivo seja alcancgado, é necessario que a entrada do mapa, representada
pela interface mével s(t) da EDP de Stefan, alcance o valor da interface étima s*. Esse
valor 6timo vai depender do tipo de material que se quer controlar e o seu mapa estatico
é caracterizado por um ponto maximo ou minimo. O compensador da EDP de Stefan é
baseado em um modelo desconhecido, no qual estimamos a Hessiana do mapa estatico
usando um sinal de perturbacao e a teoria do gradiente para encontrar a entrada da EDP

0(t) que auxilie no objetivo de controle.

Estrutura da Dissertacao

Sera apresentada a fundamentacgao tedrica deste trabalho no capitulo 1, abrangendo
conceitos e temas fundamentais para o desenvolvimento do problema e sua prova de
estabilidade, como a modelagem fisica do problema de Stefan, conceitos béasicos da busca
extremal, método de backstepping, teorema da média, importantes desigualdades e a teoria
dos semigrupos analiticos, pois estamos lidando com dinamicas de atuacao com dimensao
infinita.

No capitulo 2 sao definidas as equacoes de malha fechada da Figura 1 e em seguida
¢ projetado o compensador da EDP de Stefan utilizando o método de backstepping. O
desenvolvimento do problema continua aplicando o teorema da média para chegar no
sistema médio de malha fechada. A partir desse sistema, serd utilizado novamente o
método de backstepping e com o auxilio de uma fun¢ao de Lyapunov, o teorema da média
para dimensoes infinitas e do semigrupo analitico, a estabilidade exponencial do sistema

médio é provada. Como ultimo passo, a convergéncia assintotica para uma vizinhanca do



16

extremo do mapa estatico desconhecido é mostrada.

A simulacdo numérica das dindmicas da malha de controle e sua propriedade de
estabilidade sdo apresentadas no capitulo 3, primeiramente é definido o modelo niimerico
e em seguida sao apresentados os parametros da simulacado com o objetivo de validar a
convergéncia para o extremo.

Os resultados do capitulo 1 sdo estendidos para o capitulo 4, no qual é estudado o
esquema de busca extremal para mapas estaticos com atuacao de atraso para dinamicas
de atuagao governada por uma EDP de Stefan. Como o desenvolvimento desse problema
segue os mesmos passos do capitulo 2, apenas as etapas mais importantes serao abrangidas,
incluindo a simulagao numérica do sistema de malha fechada.

Por fim, o ultimo capitulo desta dissertacao resume o problema apresentado, ofe-

rencendo perspectivas para trabalhos futuros.
Notacao e Terminologia

Denotamos as derivadas parciais de uma fungao u(z,t) como

_ Ou(z,t) _ 0%u(x,t) _ Ou(x,t)
U, (w,t) = o Uy, (T, ) = o2 uy(z,t) = 57

A norma de um vetor de estado de uma EDO de dimenséo finita ¥(t) é denotada
por barras simples, |J(¢)|. Em contrapartida, as normas de fungoes sdao indicadas por

barras duplas. Denotamos a norma espacial £,[0, D] [25] do estado EDP wu(x,t) como

D
2
ety 0 = | w¥(at)da
0

onde descartamos o indice £,([0, D)), portanto ||-| = se nao especificado de

H'”£2([0’D])7
outra forma. Além disso, denota-se a norma J'; [25] como

[u®)l5, = I, + w17, (1)

Conforme definido em [2], diz-se que uma funcao vetorial f(¢,e) € R™ é de ordem

O(€) em um intervalo [t,,t,], se

E”C,E ; |f(t7 E)| < k7Vt S [t17t2]
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Na maioria dos casos, nao fornecemos estimativas precisas para as constantes k e
€, e usamos (J(e) para ser interpretado como uma relagdo de ordem de magnitude para

um e suficientemente pequeno.
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1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sao apresentados conceitos fundamentais relacionados aos desenvol-

vimentos realizados nesta Dissertacao.

1.1 Modelagem do Problema de Stefan de Fase Unica

O modelo fisico que descreve o problema de Stefan de uma fase em um material de
um tnico componente de comprimento L é descrito na Figura 2. A dindmica do processo
depende da evolugao no tempo da interface movel em que a transicao de fase liquida para
sélido (ou vice-versa) ocorre [1]. Portanto, o processo de derretimento ou solidificagao que
ocorre no dominio [0, L] leva a existéncia de dois subdominios variantes no tempo, [0, s(¢)]
e [s(t), L], que representam a fase liquida e a fase sélida, respectivamente. Considerando
um perfil de temperatura uniformemente equivalente a temperatura de derretimento na
fase sélida, um modelo dindmico associado ao processo de derretimento envolve somente
o comportamento térmico da fase liquida. Considerando um material de densidade p e

capacidade térmica C), a lei de conservagao de energia local ¢ dada por

pCth(x,t) = _Qm(xvt>7 x € (07 S<t>)7 (2)

no qual g(z,t) representa o fluxo de calor e T'(z,t) o perfil de temperatura. Além
disso, o equilibrio da energia local na posi¢ao da interface liquido-sélido = = s(t) relacio-

nada com o calor latente resulta na seguinte dinamica de fronteira movel

pAH"$(t) = q(s(t),1), (3)

sendo AH* o calor latente de fusdo. A condugdo térmica para um material em

ponto de derretimento obedece a lei de Fourier

q(z,t) = kT, (z,t), x€]0,s(t)], (4)

onde k é a condutividade térmica. Portanto, a evolugao no tempo do perfil de temperatura

no dominio do material pode ser obtido combinando (2) com (4)
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Liquido Solido

q:(t)
| | =
0 s(t) L
Tt
Tm l r

0 s(t) L

Figura 2: Esquema do problema de Stefan de uma fase com o perfil de temperatura na
fase sélida sendo uma temperatura de derretimento uniforme [1]

Tt(xat) - Oéwa(x,t), YIS (O,S(t))), (5)

em que

[

= p_C'p‘ (6)

Na fronteira x = 0, existem dois casos de como aplicar a condi¢do de fronteira, a
condi¢ao de contorno de Neumann e de Dirichlet. A primeira é atuada pelo fluxo de calor
que entra como uma fonte externa e pode ser manipulada como uma varidvel de controle,
definida como ¢,(t) e com condigao de fronteira definida pela lei de condugao térmica (4).
A segunda ¢é atuada diretamente pela temperatura, sendo a varidvel de controle T(t).

Dessa forma, a condicdo de fronteira em x = 0 pode ser descrita respectivamente como

— KT, (0,t) = q,(t), (7)

ou

7(0,t) = T.(¢). 8)
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A condigao de fronteira em = = s(t) esta relacionada com a temperatura de der-
retimento (7)), que é a temperatura necessaria para que ocorra a mudanga da fase sélida

para a liquida, lembrando que a consideramos com um valor constante, ou seja,

T(s(t),t) = T} 9)

As condigoes iniciais do perfil de temperatura da interface maével sao definidas

respectivamente como

T(z,0) =Ty(z), s(0)=s,. (10)

sendo sy > 0

A propriedade mais importante do problema de Stefan é a dindmica da fronteira
movel s(t), sem considera-la, a EDP de Stefan seria um simples sistema linear. Com-
binando (3) com (4), é possivel derivar a "condicao de Stefan”definida como a seguinte

EDO nao linear e variante no tempo.

(1) = =BT, (s(t),1), (11)
onde
k
b= PN (12)

Neste trabalho, sera utilizada a condi¢ao de fronteira de Neumann, dessa forma, o

sistema de equagdes da EDP de Stefan é formado por (5), (7), (9) e (11)

A Figura 3 mostra o diagrama de blocos da cascata EDP-EDO representada pelas
equagoes (13)-(16). O dominio da EDP ¢ a fronteira mével s(t), que é a saida da EDO.
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_% T (x t)EiIf; (2, 1) , EDO W
Te.0 =T, (t) = —BT, (s(t), 1)

Figura 3: A cascata da dindmica EDP e a planta EDO.

Esse tipo de realimentacao é a principal diferenga em relacao as EDPs de fronteira fixa,
onde o dominio nao depende do tempo t e é um valor fixo.

Levando em consideragao que o dominio = € [0, s(t)] é ocupado pela fase liquida
e com o objetivo de manter a validade fisica do material, alguns conceitos precisam ser

definidos no problema de Stefan

Observagao 1. A formula¢io do problema de Stefan é wvdlida somente se as sequintes

condigoes forem verdadeiras

T(x,t)>T,, Vxel0,st)], Vt>0, (17)
0<s(t)<L, Yt>0. (18)

Ou seja, o modelo é valido somente se a temperatura do liquido for maior que a
temperatura de derretimento e a interface do sistema permanecer dentro do dominio do

material. A partir de (17) o seguinte lema é derivado

Lema 1. Se a condi¢io (17) for verdadeira, entdo a interface é monotonicamente nao
decrescente, ou seja,

5(t) >0, Vt>0. (19)

O lema 1 é definido utilizando o lema de Hopf e uma prova detalhada pode ser
encontrada em [26]. Para satisfazer as condi¢oes (17) e (18) deve-se assumir a seguinte

restricao de condigao inicial

Hipotese 1. A posicao da interface inicial satisfaz sy > 0 e Ty(x) é uma fungao Lipschitz
continua se,

0<Ty(x) =Ty < H(sy— ). (20)
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1.2 Teoria da Média

O célculo da média é um dos elementos mais importantes para a aplicacdo da
busca extremal e a prova de estabilidade desse problema apresentado na Secao 2.6. Esse
método aproxima a solucao de um sistema periodico nao linear para um sistema médio e

é defindo de acordo com o seguinte teorema.

Seja
T = eu(t,z,e€), (21)
T = euy,(z), (22)
onde
1 /T
Uy, (x) = —/ u(t,z,0)dr. (23)
T J

Teorema 1 (Teorema da média [2]). Seja u(t,z,e) e sua derivada parcial em relagio a
(x,€) até a seqgunda ordem seja continua e limitada por (t,x,€) € [0,00) x Dy x [0, €],
para cada conjunto compacto Dy C D, onde D C R™ é um dominio. Suponha que u é
T-periodico em t para algum T > 0, ou seja, u(x+nT) = u(x) para qualquer x € Z, e € é

um parametro positivo. Seja x(t,€) e x,,(et) as solucoes de (21) e (22), respectivamente

e Sex,,(et) € DVt € [0,b/€] e x(0,€) — z,,(0) = O(¢), entao existe um €* > 0 tal

que para todo 0 < € < €*, z(t,€) € definido e

x(t,€) — x,,(et) = O(e) em [0, 00)] (24)

e Seaorigemx =0 &€ D éum ponto de equilibrio exponencialmente estdvel do sistema
médio (22), Q C D é um subconjunto da sua regigo de atragio, x,,(0) € Q(e) e
x(0,€) — z,,(0) = O, entao existe um € > 0 tal que para todo 0 < € < €*, z(t,€) €
definido e

x(t,€) — x,,(et) = O(€) para todo t € [0, 00) (25)

e Seaorigemx =0 &€ D éum ponto de equilibrio exponencialmente estdvel do sistema
médio (22), entao existe uma constante positiva € e k tal que, para todo 0 < € < €*,
(21) tem uma tunica, exponencialmente estdvel, solugio T-perddica T(t,€) com a

propriedade |z(t, e)|| < ke
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O teorema 1 é exemplificado com um problema teérico de acordo com a Figura 4.

a dinamica do sistema é dada por
i = e(zsen?(t) — 0.522) = eu(t, x). (26)
A fungao u(t,x) é m-peridédica em t. A fungao média u,, serd

I 2 2\ dt — 0.5(x — 22
Uy, = —/0 (xsen®(t) — 0.5x%) dt = 0.5( ). (27)

™

Dessa forma, o sistema médio é representado por

i = 0.5¢(x — 2?) (28)

1.1

1.06

5 10 15 20 26 30
Time

Figura 4: Exemplo do método do calculo da média com a dinamica do sistema
convergendo para o equilibrio x = 1, a solugao exata é representada pela linha continua
e a média pela linha tracejada com € = 0.3. O eixo vertical é o estado x [2]

Se u(t,0,¢e) = 0 para todo (t,e) € [0,00) X [0, €], a origem serd um ponto de
equilibrio de (21). Pela unicidade da solucao x(t,€) T-periddica, verifica-se que Z(t,¢€) é
uma solugao trivial em = = 0. Nesse caso, o teorema garante que a origem é um ponto
de equilibrio exponencialmente estavel de (21).

Ao analisar um sistema médio e provando que ele é exponencialmente estavel, pode-
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se aplicar o teorema 1, dessa forma, se o sistema original (21) é exponencialmente estével,
a solucdo se comporta como (25). Esse teorema ¢ muito til quando aplicado o esquema,
de busca extremal, pois é mais simples analisar o sistema médio em malha fechada do que
o sistema original.

Como as dindmicas de atuagdo governadas pela EDP de Stefan representam um
sistema de dimensao infinita, a aplicacao da teoria da média necessita ser estendido para
sistemas de dimensao infinita, no qual o resultado pode ser encontrado em [27] e é resumido

pelo seguinte teorema:

Teorema 2 (Teoria da média para EDPs [27]). Considere o sistema de dimensao infinita,
definido no espaco de Banach X, que é um espago vetorial normatizado completo, pois,
dado uma sequéncia de vetores de Cauchy, ele sempre converge para um limite bem definido

que estd dentro do espago [28].
L(t) = Ax(t) + F(e, z), (29)

com z(0) = x5 € X, A : DA) — X da origem a um semigrupo continuo T ,(t)
com a propriedade |T4(t)] < Me* para algum M, pu. Além disso, a nao linearidade
F:(R), xX =X comt— F(t,x) é Fréchet diferencidvel em x, fortemente continua e
uniformemente periodica em t com respeito a x no subconjunto compacto X . Adicional-
mente, a sequinte hipdtese 1 tem de ser satisfeita: Se h: [s,00) — X € norma continua,

entao:
i) j: Ty(t—7)h(1) € D(A), paras<t;
ii) || A4 [ Ta(t = )h(r)dr]| < Mert sup |7
s<7<t

Junto com (29), o sistema médio

1 (7
Typ = Az, + Fy(x) com Fy= lim —/ F(r,x)dr (30)
0

T—o0

é considerado. Suponha que x,, =0 &€ D C X é um ponto de equilibrio exponencialmente

estavel do sistema médio (30), entao pata algum w >0 e w > @

a) existe uma solugio periodica exponencialmente estavel unica t — x(t,1/w), continua

emtel/w, com|z(t,1/w)| < O(1/w) parat >0,
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b) ellzyg — 2,,0)] < O(1/w), a solugio estimada de (29) é dada por

lzt) = 2,40 (1)|| < O(1/w), >0, (31)

c) e para ||zy| < O(1/w) e pelo mailtiplo teorema estdvel, assequra-se
[x(t) —z(t,1/w)|| < Cet, t>0, (32)

para algum C,~v >0

Observacgao 2. De acordo com a hipétese 1 [27], a propriedade de suavidade do operador

A é trivialmente satisfeita se A gera um semigrupo analitico em (29) e (30)

Conforme demonstrado no teorema 2 e na observacao 2, o sistema original de
malha fechada (29) necessita atender alguns critérios para qque se possa concluir sobre
sua estabilidade exponencial, definindo um vetor de estado de dimensao infinita adequado

e mostrando que A gera um semigrupo analitico.

1.3 Busca Extremal

Nesta secao sera abordada a versao mais comum da busca extremal, no qual
utilizam-se sinais de perturbagao com o objetivo de estimar o gradiente do mapa des-
conhecido que sera otimizado. A Figura 7 exemplifica o mapeamento estatico na forma
quadratica com entrada tnica

A Figura 7 apresenta trés valores de 0, no qual 6* é o valor desconhecido da entrada
que leva a saida do mapeamento para o ponto 6timo y*, é(t) ¢é a estimativa em tempo
real de 6* e 0(t) é a entrada do mapeamento.

Como o método da busca extremal utilizado é o da perturbacgao senoidal, baseado

na teoria da perturbagao [2], o sinal de perturbagao sera
S(t) = asen(wt), (33)

sendo a a amplitude da perturbacao e w sua frequéncia. Esse sinal é somado a estimativa

do otimizador #*, dado por é(t) O sinal de excitacao usado para estimar o gradiente é
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A 4
/N
N—

0 G
S(t) —>@: © g < ) (% )— M(t)

0 o* 0(t)

Figura 5: Esquema de busca extremal para mapeamento escalar y(t) = Q(6(t)) baseado
em perturbagoes senoidais S(t) e M(t)

dado por

M(t) = %sen(wt), (34)

O mapa nao linear desconhecido é localmente quadratico, de forma que
H
QO) =y*+ 5(9 —0%)2, (35)

onde H < 0 é a Hessiana do mapa nao linear. A Figura 6 ilustra o principio do funciona-
mento do método da perturbacao senoidal. Uma pequena perturbacao ¢é introduzida na
vizinhanga do maximo. A frequéncia de perturbacao, que é idéntica a frequéncia do filtro
passa baixa utilizado no esquema do controle extremal, deve ser feita menor que a do
sistema de controle. Nota-se nesta figura que no caso de G(t) negativo (positivo), o ponto
de operagao encontra-se do lado direito (esquerdo) do extremo maximo, respectivamente.
Quando o sinal de perturbagao asen(wt) é introduzido na fungao objetivo y(t), a saida
resultante é denotada por

y(t) = y(0(t) + asen(wt)). (36)
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a sen(wt)

o(t) asen(wt)

Figura 6: ITlustragdo da perturbagao senoidal [3]

1.3.1 Analise de convergéncia

O objetivo principal da busca extremal é encontrar uma entrada 6(t) em uma
pequena vizinhanga do ponto 6* que maximize ou minimize a saida y(¢) apenas com sua
informacao [15]. Para o objetivo seja alcancado, o erro entre a estimativa 6(¢) e o ponto

desconhecido 6*

0(t) = 0(t) — 07, (37)
deve convergir para zero, ou alguma vizinhanca pequena da origem. Analisando a Figura
7 e utilizando a equagao (37)

0(t) = 6(t) + 6* + asen(wt). (38)

A partir da Figura 7

Glt) = %sen(wt)y(t)
(39)

= %sen(wt) Y+ g(&(t) - 0*)2 :

Substituindo (38) em (39)
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G(t) = 2 sen(wt) [y* + —(A(t) + asen(wt))?

a

(62(t) + 2a0(t) sen(wt)) + a® sen?(wt)) (40)

vo| o |

2
= —sen(wt) [y* +
a

2 H ~ ~
= —y*sen(wt) + — sen(wt)0?(t) + 2HO(t) sen?(wt) + aH sen>(wt),
a a

utilizando a identidade sen?(wt) = (1—2cos (2wt)/2) e 4sen®(wt) = 3sen(wt) — sen(3wt)

entao

G(t) = gy* sen(wt) + a4 sen(wt)0(t) + HO(t)(1 — cos (2wt))+
f;la @ (41)
+ 7(3 sen(wt) — sen(3wt)).

Aplicando o teorema da média na equagdo (41) e escolhendo uma frequéncia w
grande, os termos que dependem de seno e cosseno com argumentos w, 2w, 3w convergem

para zero, portanto

Gav(t> = Haav“) = H(éav(t) - 9*> (42)
Usando como referéncia a Figura 7, é possivel achar a relagdo da dindmica do erro
médio

Ou(t) = KHO,(2), (43)

com o ganho K > 0. O sistema (43) é exponencialmente estavel assim como a dinamica

de erro original que se segue

B(t) = KHA(1). (44)

De acordo com [29], (44) é uma lei de controle do método de otimizagao de gradiente
descendente. Utilizando o método do gradiente na busca extremal, é necessario que a
Hessiana H seja estimada, como mostrado em [13]. De acordo com [11], a convergéncia

de (0,y) para a regiao do extremo (6*,y*) é dada por

limsup |6(t) — 6*| = O (Ja| + 1/w), limsupl|y(t) —y*| =0 <|a|2 + 1/w2) . (45)

t—o0 t—o0

Portanto, é possivel concluir que a busca extremal baseada no gradiente é apenas

localmente convergente e a taxa de convergéncia depende da hessiana H. O exemplo da
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simulacao apresentada na Figura 7 ilustra o que foi descrito neste capitulo. Pode-se
observar no resultado da simulagdo em malha fechada utilizando o mapa estatico (65), o
comportamento da entrada 6(t) e da saida y(t) convergindo para os valores 6timos 6* e y*
respectivamente, além da estimativa é(t) que também converge para o valor que otimiza

o mapa e o gradiente que converge para zero.

20t
=
10}
y(t)
0 1
0 5 10
t[s]
6 : 6
4 4
s =
2 2
o(t) (t)
0 : 0
0 5 10 15 0 5 10 15
t[s] t[s]

Figura 7: Resultado da simulacao em malha fechada do mapeamento
H
y(t) =QO(t)) =y* + E(H(t) — 0%) e com os seguintes parametros: w = 20w, a = 0.2,
k=10, H=—-2,y"=25e0* =5.

1.4 Método de Backstepping para EDPs

O método de controle por backstepping é uma abordagem particular para a esta-
bilizagao de sistemas dindmicos e é bem sucedida na are de controle nao linear [30]. Para

um melhor entendimento, o backstepping ¢ uma extensao do método de “linearizagao por
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realimentacao” para sistemas de dimensao finita, o qual fornece ferramentas de projeto
que dotam o controlador de robustez a parametros incertos, distirbios externos e a outras
formas de erro de modelagem, incluindo algumas incertezas dindmicas [31].

O primeiro passo desse método ¢ identificar o termo, ou os termos indesejaveis no
modelo da EDP. Essa tarefa pode ser trivial quando a estabilidade da planta de malha
aberta pode ser analisada facilmente, como por exemplo, computando os autovalores em
malha aberta [31]. Apds isso, decide-se o “sistema alvo”, no qual os termos indesejaveis
sao eliminados apds uma aplicagao de uma mudanca de variavel e realimentacao, como no
caso da linearizacao por realimentacao. A mudanga de variavel é um ponto chave desse
método, ela muda a representacao do estado do sistema por um operador de Volterra
(na variavel espacial da EDP), atuando no mesmo estado. O operador de Volterra é um
operador integral onde o limite vai de zero até x como limite superior (em vez de ser uma
integral sobre todo o dominio espacial). A forma com que a transformagao de Volterra
desloca a variavel de estado, implica que a transformacao de estado é triangular, como
no projeto do método de backstepping para sistemas de dimensao finita em sistemas nao
lineares. Essa triangularidade garante a invertibilidade da mudanca de variavel. Mais um
ponto chave desse método é a realimentacao de fronteira obtida pela transformacao de
Volterra, pois a transformacao por si s6 nao é capaz de eliminar os termos indesejaveis,
essa transformacao apenas desloca esses termos até a fronteira, no qual o controlador de
realimentacao de fronteira podem elimina-los.

O método de backstepping é exemplificado com a andlise de uma EDP do calor
com fronteira fixa e uma termo adicional de reacao. Esse termo é uma funcao u: R — R

e descreve um processo de mudancga na fungao wu.

uy(z,t) = uy, (x,t) + Au(z,t), x€(0,1) (46)
u(0,t) =0, (47)
u(l,t) =U(1), (48)

no qual A é uma constante arbitraria e U(t) é a lei de controle. O sistema de malha
aberta (46)-(47), com u(1,t) = 0 é instavel com diversos autovalores instéveis para um A
suficientemente grande.

Como o termo Au(x,t) é a fonte de instabilidade desse sistema, o objetivo natural
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da realimentacao por fronteira é eliminar esse termo. A ideia principal do método de

backstepping é utilizar a transformagao de coordenada

wla, t) = u(z, t) - / Kz, y)uly. t) dy. (49)

juntamente com o controle por realimentacao

u(l,1) = / k(L y)u(y. 1) dy, (50)
0

para transformar o sistema (46)-(47) no sistema alvo

wy(z,t) = w,,(zr,t), xe(0,1) (51)
w(0,t) =0, (52)
w(1,t) =0, (53)

o qual é exponencialmente estavel. A transformacdo (49) é denominada transformagao
integral de Volterra. A sua principal caracteristica é o limite da integral ser de zero a x
e nao de zero a 1, fazendo com que ela seja “espacialmente causal”, ou seja, dado x, o
lado direito da transformacao (49) depende somente dos valores de u no intervalo [0, z].
Outra importante caracteristica da transformacao é que ela é invertivel, dessa forma, a
estabilidade do sistema alvo garante a estabilidade do sistema de malha fechada formado
pela planta mais a realimentacao de fronteira.

O termo k(x,y) é o ganho do controlador de fronteira e é definido como o kernel
da transformagao de Volterra. A simplicidade de calcular esse ganho é uma das grandes
vantagens do método de backstepping, pois os métodos convencionais para controle de
EDPs obtém seus ganhos através da solucao da equagao de Ricatti, geralmente dificeis de

serem calculadas. No Capitulo 2 sera mostrado como o kernel é calculado.

1.5 Desigualdades importantes

Neste trabalho, as desigualdades de Young, Poincaré, Agmon e Cauchy-Schwarz sao
usadas com frequéncia. Dessa forma, declaramos essas desigualdades na forma como elas
sdo usadas neste trabalho, nominalmente para um dominio espacial [0, D]. Na literatura

[32], essas desigualdades sao declaradas para o dominio espacial normalizado [0, 1].



Definigao 1 (Desigualdade de Poincaré).

2 2
w(®), < 20(D, 1) +4D? Ju, (1),

2 2
[w®I2, < 2Dw(0,)? + 4D |, ()|,
Defini¢ao 2 (Desigualdade de Agmon (Caso 1)).

2 2
mg[l(gf]g]lw(:r,t)l <w(0,8)” + 2[w®)] ;, lw, ()] ,,

2
I < w(D,t)? + 2 |w(t t
mgﬁéf%]‘w@’ )" <w(D, 1) + 2 |lw®)] 4, |lw, ],

Definicao 3 (Desigualdade de Young).

1
abgzaQ—i——

b2 0
2@ gt >

Defini¢ao 4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).

D
/0 u(z, t)yw(z, t)dx < I\U(t)||52 ||w(t)||£2
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(59)

As provas estendidas de [32] para o dominio [0, D] das desigualdades de Poincaré

e Agmon podem ser encontradas no Apéndice A.
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2 PROJETO DO CONTROLADOR E PROVA DE ESTABILIDADE DO
SISTEMA EM MALHA FECHADA

Esse capitulo abrange o principal assunto teérico desta dissertacdo e analisa a
estabilidade e o teorema de convergéncia do sistema em malha fechada da Figura 1. Como
a prova de estabilidade envolve diferentes transformacoes, ela é demonstrada passo a passo
para melhor entendimento. Antes de enunciar o teorema da estabilidade e convergéncia,
as equagoes necessarias para o projeto do controlador com compensador e para a analise
de estabilidade sao derivadas. Um diagrama de blocos mais detalhado do problema de
Stefan aplicado & busca extremal é apresentado, gerando um pardmetro 0(t), baseado na

saida y(t) do mapa estatico desconhecido Q(-).

2.1 Dinadmica de Atuacao e Sinal de Saida

O sistema de equagoes que definem a dindmica de atuagao utilizou o sistema (13)-
(16) como referéncia, com a = =k =1, 6(t) € R e O(t) € R, também denominado
atuador propagado na teoria do controle extremal aplicado a EDP’s, ele é representado

como a saida da cascata EDP-EDO

O(t) = 5(t) = —a,(s(t), 1) (60)
dya(w,t) = O, ,a(x,t), € (0,s(t)) (61)
a(s(t),t) =0 (62)

—0,a(0,t) = 0(t), (63)

ondea : [0,5(t)| xR, = Réa(x,t) =T (x,t)—T, e s(t) = O(t) é a interface desconhecida
representada como a fronteira mével. A saida é medida pelo mapa estatico desconhecido

com a entrada (60)

y(t) = Q(O(1)). (64)

O objetivo da busca extremal é otimizar um mapa estatico desconhecido Q(-)
usando um controle de otimizacao em tempo real com saida desconhecida 6tima y* e o

otimizador ©*, bem como a saida mensuravel y(¢) e a entrada 60(t).
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O mapa nao linear desconhecido é localmente quadratico, de forma que

QO) =y + 5 (61 02 (65)

onde O, y* € Re H < 0 é a Hessiana. Assim, a saida do mapa estatico é dada por

y(t) =y + 5 (O(1) —©)? (66)

O esquema da busca extremal a ser descrito nesta se¢ao foi motivado pelo esquema
proposto em [20]. O gradiente G(t) e a estimativa da Hessiana H(t) do mapa desconhe-
cido sao calculados multiplicando a saida y(t) com os sinais de excitacao M (t) e N(t),
respectivamente. O compensador do problema de Stefan é alimentado com essas informa-
¢des e gera um sinal U(t), que possui 0 mesmo valor da estimativa da entrada 6tima 6(¢).
Como a busca extremal é baseada na teoria da perturbagao apresentada na se¢ao 1.3, um
sinal de perturbacdo S(t) é somado ao sinal 6(t) para gerar a entrada 6(¢). Combinando
(60)-(63) com a abordagem da busca extremal, o sistema de malha fechada com dindmica

de atuacao e o compensador é mostrado na Figura 8.

—(0.0) =00 [ (1) = a, (z,1)

»
>

QU

M(t)

! G 1

@ 0(t) =U(t) | Compensador [+ @47
t

S(t)

»
—

az,t) s(t)

< do controlador | ¢
de Stefan |« @*

N(t)

Figura 8: Diagrama de blocos do controle extremal aplicado ao problema de Stefan de
uma fase.

O sinal de demodulagao N (t) que é usado para estimar a Hessiana do mapa estatico

multiplicando-o com a saida y(t) é definido em [33] como

H(t) = N(t)y(t) com N(t) = _aﬁ cos (2wt) (67)
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enquanto que o sinal M(t) é usado para estimar o gradiente do mapa estatico, como segue

abaixo:
G(t) = M(t)y(t) com M(t) = 2 sen(wt). (68)

2.2 Sinal de Perturbagao

O célculo do sinal S(t) descrito na Figura 8 envolve o problema inverso da equacao
de Stefan, no qual, de posse do comportamento da fronteira mével, necessita-se da solugao
inversa do problema, ou seja, uma série convergente para determinar qual trajetoria a
saida do sistema deve seguir. O problema inverso da equacao de Stefan é um problema de
Cauchy nao caracteristico com os dados de Cauchy: u(s(t),t) =0 e u,(s(t),t) = —5(¢t)
[34], onde u(x,t) é o estado da EDP de Stefan (erro dindmico).

S(t) = —9,8(0,1), (69)
0,B(x,t) = D, B(x,t), € (0,s(t)) (70)
) (71)
)= (72)

Bls(t),t
B (s(t),t

—aw cos (wt),

no qual 3 : [0,s(t)] x R, — R. A solugdo explicita de (69) é encontrada a partir da

trajetoria de referéncia e da solucao de referéncia postulada por uma série de poténcias [35]

s(t) = asen(wt), (73)
sty = 3 20— oy (74
i—0

Para calcular o primeiro termo da série a(t), utiliza-se a condigao (71) em (74)

Dot gpo 4 gy 22Dy @B gpa - @l

ag(t) = 0.

Bls(t),t) =

Para calcular o segundo termo da série a4 (t), utiliza-se a condicao (72). Calculando
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a derivada espacial de (74)

2 (.t =3 S sy (76)

1=0
Substituindo (76) em (72)

a,(t) = —5(t).

A derivada espacial de segunda ordem e a temporal de (74) sdo respectivamente

2Bty =30 gy @©

O S e L I P ()

Substituindo (78) e (79) em (70) e apds algumas manipulagoes matematicas

> a’i+2(t) i S a;(t) i . ai+1(t)- i
>t st =Y e a0 =Y D0 —s0F, (8
o oo 1 ; < -
eliminando os termos }_ " —[z — s(t)]" em comum de (80), a expressdo geral da séria
=l
infinita sera
a;(t) = a;_o(t) —a;_1()s(t). (81)

A expressao analitica dos cinco primeiros coeficientes da série (74) foram calculadas

para verificar como aparecem as sucessivas derivadas de s(t)

A solucao de geragao de trajetoria que fornece todos os termos da série de poténcias

(74) é dada por [34]
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Z — [z — s(t)]% (86)
1=0 a
Embora (86) ndo seja uma expressao explicita, escolhendo valores adequados para
a e w em (73), a série converge com poucas iteragoes do somatoério infinito, obtendo o
sinal senoidal s(t) desejado na saida do integrador.
De acordo com (69), calculando a derivada de (86) em relagdo a x e substituindo

x = 0, chega-se a expressao final de
S(t) = — }OO: ;ﬁ[—asenm)]%l. (87)
pr (2 — 1)! ot

2.3  Erro de estimacao e dindmica do erro da EDP

Como o objetivo do controle é encontrar ©*, que corresponde ao atuador 6timo

desconhecido 6(t), os estimadores e os erros de estimagao sao introduzidos

f(t) = 6(t) — S(1). (88)
O(t) = O(t) — asen(wt). (89)
0(t) := 0(t) — ©*. (90)
I(t) == O(t) — O~ (91)

Combinando ©(t) em (89) e (91) obtemos a relagio entre o erro de estimativa

propagado 9J(t), a entrada propagada O(t) e o otimizador do mapa estatico ©*

O(t) — ©" = ¥(t) + asen(wt). (92)

Definindo
(z,t) = a(z,t) — Bz, t) (93)
0(t) = U(t). (94)



Derivando (89) em relagao ao tempo e substituindo em (95)

J(t) = O(t) — aw cos (wt).
Substituindo (60) e (72) em (96)

I(t) = —ay(s(8),) + B, (s(t),1) = —(ay(s(t),£) — By (s(1).1)).
Derivando (93) em relagao a z, realizando x = s(t) e substituindo em (97)
D(t) = —uy(s(t),1).
Derivando (93) em relagao a z e realizando z = 0
1, (0,1) = a0, (0,8) — 5,(0, ).
Substituindo (63) e (69) em (99)
u,(0,t) = —0(t) + S(t).

Substituindo (88) em (100) e utilizando (100) como referéncia

4, (0,6) = ~0(t),
—u,(0,t) =U(t).

A partir de (98) e (102), o sistema original sera:

38

(97)

(100)
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2.4 Compensacao do Problema de Stefan

Para melhor entendimento de como a lei de controle do problema de Stefan uti-
lizando o método de backstepping é derivada, o problema sera resolvido primeiro para a
cascata EDP-EDO do problema de Stefan em um dominio fixo D e posteriormente serd
feito uma comparacao com o dominio mével s(t), considerando o seguinte sistema de

equacoes

Introduzindo a seguinte transformacao backstepping

D
wlant) =u(wt) ~ [ kay)uly, ) dy - oLz — DY) (1)

no qual transforma (107)-(110) no seguinte sistema alvo

I(t) = —K9(t) —w,(D,t), (112)
w,y(z,t) = w,,(z,t) + Kst)9(t), =z € (0,D) (113)
w,(0,t) =0, (114)
w(D,t) =0, (115)

sendo K > 0 um ganho arbitrario do controlador. Para os proximos calculos, serdao
utilizadas como referéncia as seguintes relagoes

ky(z,7) + k,(z,7) = %k(z,x), (116)

e /0 Fory) dy = f(2) + /0 .. y) dy. (117)
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Realizando a derivada de (111) em relacao a x

D
wy(z,t) =u,(z,t) + k(z,x)u(x,t) — / k,(x,y)u(y,t)dy — ¢’ (x — D)I(t). (118)

Realizando a derivada de (118) em relagao a x

Wy (2, 1) =y, (x,t) + k(x, 2)u,(z,t) + (kﬁx(x, x) + %k(m, :U)) u(x,t)—
D (119)
~ [ kealmuty ) dy - ¢ (e — D)o(o).

Realizando a derivada de (111) em relagao a t com o auxilio da teoria de integracao

por partes

wy(x,t

(z,x)u,(z,t) — k,(x, x)u(z,t) — (k(x, D) — ¢(x — D))u,(D,t)—

- / kyy(‘ru y)u<y7 t) dy
0

(120)
Substituindo (119) e (120) em (113)
d
- (2%/{@, ac)> w(z,t) — (k(z, D) — d(z — D))u, (D, )+
. (121)
b [ ) = by o )ty ) dy + &7 (o = D)O(E) =0,
0
Substituindo x = D em (111) e (118) respectivamente
w(D,t) = —p(0)9(t), (122
w,(D,1) = u, (D, ) — ¢/ (0)9(1). (123)

Substituindo a condigao de fronteira (115) em (122) e comparando a EDO (107)

com (112) utilizando (123), as seguintes condigdes sao obtidas

¢"(x) =0, ¢(0)=0, ¢'(0)=K. (124)
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As solucoes dos kernels sao dadas por

¢(x) = Kz, (125)

Substituindo (125) e (126) em (111), a nova transformacdo de backstepping sera
— D —
wat) =ule.t) K [ (@ g)uly,t)dy— K(s = D)ie) (127)

Realizando a derivada de (127) em relacao a = e usando as equagoes (110) e (115),

a seguinte lei de controle é obtida

D
Ut)=—-K (/ u(y,t)dy + ﬁ(t)) (128)
0

A partir desse ponto, serd derivada a lei de controle para o problema de Stefan com
fronteira moével. Considerando a cascata EDP-EDO (103)-(106) e usando a transformagao

backstepping

s _
w(z,t) =u(x,t) — K/ (x —o)u(o,t)dy — K(x — s(t))9(t) (129)

sendo K > 0 um ganho arbitrario do controlador. A equacio (129) transforma (103)-(106)

no sistema alvo:

I(t) = —KI(t) —w,(s(t),t) (130)
w,(z,t) = w,,(z,t) + Ks(t)9(t), z € (0,s(t)) (131)
w, (0,) = 0 (132)
w(s(t),t) =0 (133)

Comparando as transformacoes (129) e (111), verifica-se que a unica diferenca
é a dependéncia do tempo da fronteira. Em relacdo ao termo adicional K§(t)d(t) em
(131), ele foi empregado para eliminar o termo adicional que aparece na derivada de (129)
em relacao a t. Verifica-se que apods utilizar os mesmos passos do desenvolvimento do

problema de Stefan com fronteira fixa, a equagao final de controle é a mesma de (128),
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com a diferenca que o dominio fixo D é substituido por s(t), dessa forma
_ s(t)
U(t)=—K | 9(t) -l—/ u(z,t)dz | . (134)
0

2.5 Implementacgao da lei de controle da busca extremal

Como nao ha medigao de ¥(t), (134) nao é aplicavel diretamente. Assim, introdu-
zindo um resultado de [33], a versao média do gradiente e a estimativa da Hessiana sao
calculadas por

G,,(t)=HVo, (), H

a

o(t) =H. (135)

av

Aplicando a teoria da média em (134), escolhendo K = KH com K < 0 e substi-
tuindo os valores do gradiente médio e da estimativa da Hessiana em (135), verifica-se

U,

av

s(t)
(t) = —KG, (t) — KH / u, (2,1 dz. (136)
0

Um filtro passa-baixa no controlador é introduzido com o objetivo de aplicar o
teorema da média [27] para sistemas de dimensao infinita na prova de estabilidade que se

segue, portanto

s+ c

Ut) = —< {K

s(t)
G(t)+ H(t) / u(z,t) da:] } (137)
0

para um ¢ > 0 suficientemente grande.

2.6 Andlise de estabilidade

O teorema a seguir resume a estabilidade e a propriedade de convergéncia da di-

namica do erro (103)-(106)

Teorema 2.1. Assumindo as condigoes de validade do modelo T, (z,t) > T, s,,(t) > 0,
x € (0,8(t)) e sy < s,,(t) < s* sao satisfeitos ao menos para o sistema médio, ¥t > 0,
s* = ©* e para as condigoes iniciais (T,,(x,0),s,) compativeis com a lei de controle U(t)
em (137). Entdo, para um ¢ > 0 suficientemente grande, eziste algum & > 0, tal que

Vw > w, a dindamica do erro (103)-(106) com estados 9(t) ,u(x,t), tem uma unica solu-
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¢do periédica exponencialmente estdvel em t do periodo I := 27 /w, denotado por ¥ (t),

ul(x,t), satisfazendo Yt > 0

2 2 2 1/2
(W) + @l + el < 0/w), (138)
além disso
li?iigm@(t)—@*] =0 (la|+1/w) (139)
lim sup ly(t) — y*| = O (Jal” +1/w?) (140)

Prova: A prova ¢ realizada nas Subsegoes (2.6.1)-(2.6.4).

2.6.1 Sistema médio em malha fechada

Para obter o sistema médio em malha fechada, substitui-se (92) em (66) para obter

a equagao da saida do mapa estatico em termo de 9(t)

y(t) =y* + g(ﬁ(t) + asen(wt))? (141)

Inserindo os valores de M(t) e G(t) em (67) e (68)

~

G(t) = gsen(wt)y(t), H(t) = —% cos (2wt)y(t) (142)

Expandindo o termo quadratico de (141) e substituindo em (142), obtém-se os

valores de G(t) e H(t) em funcio de 9(t), inserindo esses termos na lei de controle (137)
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(uav)t(xvt) = (uav)a:x<aj7t>7 S (07 Sav(t))

Uay(Say(t),1) = 0

d
dt< )2(0,1) = —c(uy,,),(0,1) —CK|: —COS (2wt) /O u(x,t) de+
o (143)
+y* 2 sen(wt) + HQ?Q( t) sen(wt) — gl@( t) cos (2wt) / u(x,t) de+
0
s(t)
+ 2H0(t) sen?(wt) — STL9(#) sen(wt) cos (2wt) / w(z, ) do+
a 0
s(t)
+ Hasen?(wt) — 4H sen?(wt) cos (2wt) / u(z,t) dx] .
0
fgav@) = _<uav>x<sav<t>7 t)
(uav)t(x7 t) = (uav)xx (I, t)? <07 8av< ))
uav(sav( ) ) =0
s(t)
%(uav)m(oa t) = _C<U’av>x(07 t) —cK [ o y*% cos (2Wt) /0 U(.’I), t) dz+
+y* 2sen(wt) + 192( ) sen(wt) — 4—192( t) cos (2wt) / u(z,t) de+ (144)
0
s(t)

+ HI(t) — HY(t) cos (2wt) — %29(t)[sen(3wt) — sen(wt)] / u(x,t) de+

3aH
_I_

H s(t)
sen(wt) — aT sen(3wt) — 2H cos (2wt) / u(z,t) de+
0

s(t)
+ [H + H cos (4wt)] / u(zx,t)dr +
0

no qual foi utilizado a representacao de espago de estado para o filtro passa baixa e as
seguintes identidades 2 sen?(wt) = 1 — cos(2wt), 2 sen(wt) cos(2wt) = sen(3wt) — sen(wt),
4sen®(wt) = 3sen(wt) — sen(3wt) e 4sen?(wt) cos(2wt) = 2 cos(2wt) — cos(4wt)—1 e apds
isso aplicado o teorema da média, em que os termos dependentes de seno e cosseno com

argumentos w, 2w e 3w podem ser nulos se escolhido um w muito grande. Dessa forma, o

sistema médio sera
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(1) = (1) (520 (1), ) (145)
(1) (58) = () (,8), 7 € (0,5,4(1) (146)
Uy (30,0, ) = 0 (147)
d Sav(t)
(1), (0,8) = —e(y, ), (0,1) = cK H [qm) o[ dx] (148)

A transformacao backstepping
Sav(t)
w(z,t) = uy,(z,t) — KH/ (x —o)u,,(0,t)dy — KH(x — s,,())0,,(t)  (149)

mapeia a dindmica do erro média (145)-(148) no sistema alvo exponencialmente estével

apoOs assumir ¢ — 400 por uma questao de simplicidade, consequentemente

I(t) = =K HO, (1) — w, (55,(1), 1), (150)
wy(2,1) = Wy (2,1) + K H8, ()0, (1), (151)
w,(0,t) =0, (152)
w(s,,(t),t) = 0. (153)

2.6.2 Transformagao inversa

Para garantir a propriedade de estabilidade equivalente entre o sistema alvo e o
sistema original, a invertibilidade da transformacao (149) precisa ser garantida. Suponha

que a transformacao inversa mapeia (150)-(153) em (145)-(148):

Sav(t)
ua,v<x7 t) - QU(CE, t) + / k(l‘ - O->uav(0-’ t) do + ¢($ - Sav(t>>19av(t>’ (154)

onde k(x — o) e ¢p(x — s,,(t)) sao as fungoes do kernel. Realizando a derivada em relagao
a t e x respectivamente ao longo da solugao de (150)-(153), as fungoes ¢(x) e k(z — o)

devem satisfazer:

V4

¢"(x) = —KHg(x), ¢(0)=0, ¢ =KH. (155)

k(x —5,,(1) = ¢z — s, (1)) (156)
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Sav(t)
¢ (x—s,,(t)=KH (1 + / k(x — o) da) . (157)
As solugoes dos kernels podem ser deduzidas de (155)-(157), tal que
¢(x)=KH 1 sen(VKHz). (158)
KH
k(x — o) = ¢(z — o). (159)

Assim, substituindo (158) e (159) em (154), temos a seguinte transformagcao in-

versa:

Sav(t) 1
Uy (z,t) = w(z, t) + /w KH,/ i sen(VKH(x —o))w(o,t)do+ 60,

1
+ KH\| —=sen(VKH(x — s,,(t)))0,,(t).
KH
2.6.3 Estabilidade Exponencial

Provamos a estabilidade exponencial do sistema de malha fechada médio baseado
no sistema alvo (145)-(148) usando o método de Lyapunov. Consideramos a seguinte

funcao de Lyapunov:

V=V+V,+V; (161)
1 Sav<t)
Vi= —/ w(z,t)? dz (162)
2 J
1 sav(t)
v, =+ / w, (z,)? dz (163)
2 Jo
Lo
V3 = p5 05, (t). (164)

Derivando (162) em relagao a t:

. s(t) Sav(t)
Vo= [ wletfded KHS 00,0 [ wiende (09
0 0
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Derivando (163) em relacao a t:

_ sault)
Vy = w, (500 (1), )y, t) — / Wy (2, 8)2 do
0 (166)

— KH 3, (1) 0, (D) wy (55 (1), 1) + %S'av(t)wx(sav(t), t)?.

Usando a relacao w,(s,,(t),t) = —38,,(t)w,(s,,(t),t) e substituindo por (166) , nés

obtemos

) Sav(t)
& :_/ Wea(,1)° dw‘%sav@)ww(%v(t),t>2—KHs‘av@)ﬁav(t)wm<sav<t>,t). (167)
0

Derivando (164) em relagao a ¢, nos leva a
VS = _pKHﬁav(t>2 _ pﬂav(t)wcc(sav<t)’ t) (168)

Substituindo os termos (165), (167) e (168) na derivada temporal de (161) e
usando a desigualdade de Young em p¥,,(t)w,(s,,(t),t), KHS,, (t)9,,(t) fos‘”(t)w(:c,t) dz
e —KHs,,(t)0,,(t)w,(s,,(t),t), temos

. Sav(t) Sav(t) KH
V< —/ w,,(z,t)? dx —/ w,(x,t)? dx — pTﬂav(t)Q—i—
0

R (169)
+ﬁw (8,0 (1), 8)% + +5.(t (%/0 w(z, t)? (KH)Qﬂav(t)2>.

K
Escolhendo p = T © aplicando as desigualdades de Poincaré e Agmon respecti-
S

vamente em fOS"”@) w(z,t)? dr e w,(s,,(t),t)?, verifica-se

Sav (1)
[ da:—481*2/0 w(z,t)? dz+
Sav (1)
+ 3, ()(%/ w(z, t)? de + (KH)?9, (>>+ (170)

5 av(t)z < —mV + n‘éav<t)v7

onde

m = max {1, 8s*KH} (171)
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1
= mi KH ;. 172
n = min {48*2, } (172)

O termo ns,,(t)V do lado direito de (170) nao nos permite concluir diretamente a

estabilidade exponencial, para resolver esse problema, uma nova fun¢ao de Lyapunov W
é definida
W(t) = V(t)e ™sax(t), (173)

W(t) = (V(t) —ms,, () V(t))e ™) < —nW(t) (174)
Levando em consideragao (161), podemos estabelecer a seguinte relacao:
2 ms* 2 -n
[wlize, + POau(£)? < €™ (Jwolly, + p0a (0)2)e™, (175)

onde wy = w(x,0). Assim, podemos concluir a existéncia de uma constante po-
sitiva D > 0 usando a transformagdo inversa (149) combinada com as desigualdades de

Young e Cauchy-Schwarz, tal que
[tta 5, + Pan () < DU ((tay)oll5, + Pay (0)2)e™™, (176)
no qual uy = u(z,0).
2.6.4 Convergéncia assintética para o ponto extremo

O proéximo passo da prova serd a aplicagao do teorema da média local para sistemas
de dimensao infinita. Para w suficientemente grande, (145)-(148) tem uma tnica solugao
periddica exponencialmente estavel em torno de seu equilibrio. A convergéncia do atuador

propagado O(t) é provada partindo do valor absoluto de (92)
|O(t) — ©*| = |¥(t) + asen(wt)| (177)

Escrevendo (177) em termos de solugao periédica 9%(t), aplicando a desigualdade
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de Young e usando o teorema da média:

limsup |©(t) — ©*| = lim sup |\/§192 (t)+a sen(wt)| , (178)

t—o0o t—o0

e finalmente com (138) chegamos a (139)
Para mostrar a convergéncia da saida y(t) seguimos os mesmos passos de O(t),

inserindo (66) em (92):
limsup |y(t) — y*| = limsup ’\/iHﬁz(t) + Ha? sen(wt)Z‘ , (179)
t—o0 t—00

Assim, novamente com (138), obtemos (140). Completando dessa forma a prova de esta-

bilidade.
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3 SIMULACAO NUMERICA

Esse capitulo valida a estabilidade e a convergéncia para a vizinhanca de valores
6timos (©*, y*) como provado no Capitulo 2. Como a prova de estabilidade é baseada
na média, é necessario um filtro passa alta para remover a parte estacionaria da saida
y(t) e um filtro passa baixa para eliminar oscilagoes desnecessarias do gradiente G(t) e da
estimativa da Hessiana H () como mostrado na Figura 9 e proposto em [8]. As frequéncias
dos filtros de passa alta e passa baixa sao proporcionais a frequéncia do sinal de excitacao
S(t). Como primeiro passo desse capitulo, serd explicado o método numérico utilizado
para simulara EDP de Stefan e apds isso, graficos de simulacao serao apresentados para

diferentes sinais do sistema de malha fechada.

3.1 Derivacao do Método Numérico

Essa secao apresenta o método numérico para simulacao do problema de Stefan de
uma fase utilizando como referéncia [36]. Apesar de existirem diversos métodos numéricos,
serd utilizado neste trabalho o método “boundary immobilization method” (BIM), o qual
apresenta precisao necessaria para o problema de Stefan na coordenada cartesiana. A
ideia desse método consiste em dimensionar a coordenada original no dominio variante
do tempo a uma nova coordenada no dominio fixo. O sistema resultante gera um sistema
em cascata EDP-EDO nao linear. Entao, sao utilizadas aproximagoes para as derivadas
espaciais e temporais pelo método de diferenca finita e o método de Euler, produzindo

um conjunto de equagoes diferenciais nao lineares.

3.1.1 Técnica Boundary Immobilization Method

O seguinte dimensionamento da coordenada espacial e sua variavel de estado as-

sociada é apresentado

£:= @, o(&,t) = u(x,t). (180)

Dessa forma, as relagoes das derivadas espaciais e temporais sao dadas por
0& 1

Uy (z,t) = a_x@.g = %@5(57&? (181)
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Figura 9: Diagrama de blocos do controle extremal aplicado ao problema de Stefan de
uma fase com filtros adicionais para a simulagao.

2

0 1
taal.t) = (G2) Pl ) = Smvecta) (152)
(e, 0) = GRel6nt) + 6 t) = —Tamtedent) + 916, = —S o6, + pulent)

(183)
Aplicando esse método para o sistema de equagoes (13)-(16) aplicado ao estado da EDP

do erro dindmico u(z,t) com com «, S e k=1

1 S
(et = ved€it) + i(—%)sog(ia H, 0<e<l (184)
90(07t) = S<t>qC(t)7 (185)
o(1,) = 0, (186)
. 1
4(t) = — 7y ee(L.1) (187)

O estado da EDP nos pontos discretizados sera

& =1ih, (188)
para i =0, 1, ..., N, onde N é o numero de discretizacao, entao
Nh =1. (189)

Dessa forma o numéro de elementos serd N + 1 e o vetor de varidvel de estado é
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definido como

0 (t) = @(ih,t), parai=0,1,2,...N (190)

Para aproximar as derivadas espaciais, sera utilizado o método de diferenca finita.

A primeira e segunda derivadas espaciais em uma precisao de segunda ordem sao obtidas

CcOomo
(3+1) _ A (i-1)
pelin.t) = F D E 0 gepe, (191)
1) () — 20009 (¢ (i=1) (¢
pecli t) = 2 ®) 90h2( )0 | o), (192)

Avaliando a EDP (184) no dominio fixo com £ = ¢h para i =0, 1, ..., N —1, a
EDO de ordem Nth sera

1
dt” T h2s(t)?

(D () — 200 () + U D(1)) + < (0D (£) — V(1)) (193)

Entretanto, quando i = 0, um valor desconhecido é obtido, que é (=), esse valor
¢ chamado de “valor ficticio”e é obtido aplicando (191) na condicao de contorno (185) em
& =0, obtendo

PI(t) = oV (t) + 2hs(t)q (1) (194)

Para descrever a derivada temporal da interface mével s(t), nao é possivel utilizar
a aproximacao central, pois ndo existe uma posi¢do posterior a fronteira moével. Por isso,

a aproximacao de diferenca finita da primeira derivada com precisao de segunda ordem ¢é

utilizada [36].

3.2 Resultado das Simulagoes

A simulagdo numérica emprega o mapa quadratico descrito em (65) e os pardmetros
sao escolhidos conforme indicado na Tabela 1.

A Figura 10 corresponde ao grafico do perfil de temperatura para o sistema em
malha fechada convergindo em um espago tridimensional (levando em consideragdo o
dominio L e o tempo t) para uma vizinhanca de 7.

A Figura 11 mostra a convergéncia da fronteira movel para o otimizador ©*. O
movimento senoidal de s(t) violaria as condi¢oes usuais para o problema de Stefan, no

qual a temperatura permaneceria acima ou abaixo da temperatura de derretimento em
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Tabela 1: Parametros de simulagao sem atraso

Simbolo Descricao Valor
Parametros K ganho do controlador -0.1
do a amplitude da perturbacao 0.1
controlador w frequéncia da perturbacao [rad/s] 10
c frequéncia do controlador [rad/s] 10
L dominio espacial [m] 1
o* otimizador do mapa estatico 0.8
Parametros y* valor 6timo do mapa estatico 4
do H Hessiana do mapa estatico -1
sistema S0 interface inicial [m] 0.1
Ty temperatura inicial [°C] 110
T, temperatura de derretimento [°C] 100

todo o intervalo [0, s(¢)], formando uma cadeia periédica de liquido e sélido. No entanto,
como o problema ocorre apenas no ponto extremo e em sua vizinhanga, nés poderiamos
redesenhar o algoritmo para introduzir sinais de excitagao e diminuir a perturbacao apés
a vizinhanga extrema ser alcangada, como estudado em [37], [38] e [39].

Por fim, a Figura 12 e a Figura 13 mostram a convergéncia da saida y(t) para y*

e U(t) para 0, respectivamente.
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Figura 10: Convergéncia de T'(0,t) (curva vermelha) e T'(s(t),t) (curva preta) pata T},

(curva verde) em um espago tridimensional para o estado da EDO T'(z,t).

o) | 7

Figura 11: Convergéncia da fronteira mével ©(t) para ©*.
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Figura 12: Convergéncia da saida y(t) para y*.
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Figura 13: Convergéncia do sinal de controle U(t) para 0.
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4 EXTENSAO DA BUSCA EXTREMAL PARA EDP DE STEFAN COM
ATRASO

A equacao de difusao da temperatura na fase liquida com atraso do atuador repre-

sentada pela Figura 14 é descrita por

T,(2,t) = aT,,(z,t), € (0,s(t)) (195)
—KT,(0,t) = q.(t — d) (196)
T(s(t),t) = T, (197)
§(t) = =BT, (s(1),1), (198)

onde d é o atraso no tempo.
De acordo com as referéncia [40] e [4], a lei de controle do sistema de malha fechada

do sistema (195)-(198) é:

Ult) = —K ( /t_td U () )+ /O " et da + 19(t)> | (199)

A equagao (134) serd representada como U (t) para diferenciar de (199). O obje-
tivo desse capitulo é provar a equivaléncia entre o controle de compensacdo com atraso
(199) e a realimentagao baseada no preditor, em outras palavras, U(t) = U (t + d), no

qual pode ser descrito como

s(t+d)
UA(t—{—d):—I_((/O u(x,t+d)d:c+19(t+d)). (200)

Liquido Solido

— o —
qe(t)

| -
0 s (It} L

Figura 14: Esquema do problema de Stefan de uma fase com atraso [4]

&
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Integrando 5(t) = —u,(s(t),t) de t até t + d produz

t+d
s(t+d)=s(t)— / u, (s(1),7)dr. (201)

Integrando u,(z,t) = u,,(z,t) no tempo de t até t +d e no espago de 0 to s(t+d),

respectivamente, é obtido

s(t+d) s(t+d)
/ / (x,t)dtdx —/ / (x,7)dtdr (202)

s(t+d) s(t+d) t+d t
/ u(z,t+d)dx :/ u(x,t) d:z:+/ u, (s(t+d), ) dT—I—/ U(s)ds. (203)
0 0 t t—

d
Substituindo (201) e (203) em (200), tem-se que

s(t+d) t4d
Uyt +d) = K (K u(z, t)dz + / (u (s(t + ), 7) — u (s(r), 7)) dat

t (204)
+/ U(s) ds + 19(1&)).
t—d
Analisando a segunda integral do lado direito da equagao (204)
t+d t+d  ps(t+d)
[t dn —uemmyde= [ [ e dedr -
t t s(7) (205)

A condigao de fronteira u(s(t),t) = 0, ¥t > 0 implica u(z, s 1 (x)) = 0, aplicando

essa condi¢do em (205)
t+d s(t+d)
/ (u (st +d), ) —u,(s(r), 7)) de = —/ u(x,t)d. (206)
t s(t
Finalmente, substituindo (206) em (204), obtem-se

Ur(t) = —K ( /ttd U () i+ /0 " ) da + 19(75)) , (207)

que é a mesma equacao do compensador do controlador com atraso (199), completando

a prova.
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o(t) a(x,t) = ay,(z,t O(t) = s(t) y(t)
> €_DS > (oz(s)(t ,t :<O ) > % > Q()
* M(t)
a(z,t) s(t) l

|

r— do controlador | £ )

T | de Stefan |« X+
|

_bn=ve) ! G(t)
r Compensador [+ @4—
+ 4—(—6—\‘
%

____________ - 9

1 ! N(1)
s |
L —Ds_I : Preditor
|
|
|

Figura 15: Malha de controle da busca extremal com um esquema basico de preditor
aplicado ao problema de Stefan de uma fase.

Comparando a lei de controle preditora (207) com a lei de controle original sem
delay (134), é possivel verificar que a expressao adicional do lado direito fti U () dy é
similar a integral apresentada em [20] [Eq. 35] e pode ser representada como um esquema,
basico de predi¢ao de acordo com a Figura 15.

O sinal de perturbagao S(t) na Figura 15, usando como referéncia (86), serd uma

versao de (69) com avango no tempo, ou seja:
S(t) = p,(0,t+ D). (208)

Usando os mesmos passos do Capitulo 2 para (199), é obtido a lei de controle

implementavel com o filtro passa-baixa:

R t R s(t)
G(t) + A(t) /_D U () i + E(#) /0 u(z, 1) dm} } (209)
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4.1 Simulagdo Numérica

A simulacao numérica da EDP de Stefan com atraso emprega o mapa quadratico

descrito em (65) e os pardmetros sao escolhidos conforme indicado na Tabela 2.

Tabela 2: Parametros de simulagao com atraso

Simbolo Descrigao Valor
Parametros K ganho do controlador -0.1
do a amplitude da perturbacao 0.1
controlador w frequéncia da perturbacao [rad/s|] 10
c frequéncia do controlador [rad/s] 10
L dominio espacial [m] 1
CN otimizador do mapa estatico 0.8
Parametros y* valor 6timo do mapa estatico 4
do H Hessiana do mapa estatico -1
sistema S0 interface inicial [m] 0.12
Ty temperatura inicial [°C] 110
T, temperatura de derretimento [°C] 100
d atraso [s] 0.5

Verifica-se na Figura 16, Figura 17 e na Figura 18, respectivamente, que mesmo
sob condigao de atraso, observa-se a convergéncia de (O(t),y(t),U(t)) para a vizinhanga
de (©*,y*,0). As mesmas solugdes propostas na Se¢ao 3.2 para contornar a violagdo das

condigoes usuais do problema de Stefan pode ser aplicada para o caso com atraso.
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Figura 16: Convergéncia da fronteira mével O(t) para ©* com atraso.
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Figura 17: Convergéncia da saida y(t) para y* com atraso.
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Figura 18: Convergéncia do sinal de controle U(t) para 0 com atraso.
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5 CONCLUSAO

A metodologia proposta consegue maximizar o mapa estatico, mesmo na presenca
de atraso, buscando o ponto extremo em uma EDP com fronteira moével. Embora a
dindmica de atuacao deva ser conhecida, nenhuma informacao ¢ assumida a partir dos
parametros do mapa. A lei de controle média para compensar a dindmica de atuacao
empregou a metodologia backstepping. Por fim, a estabilidade exponencial local e a con-
vergéncia para uma pequena vizinhanca do extremo foram garantidas. Uma ilustracao
dos beneficios do novo esquema da busca extremal para a EDP de Stefan é apresentada
usando resultado de simulacoes consistentes.

Considerando o movimento senoidal de s(t), os ciclos limite podem ser completa-
mente eliminados [38] evitando violar a validade do principio do méximo no problema
de Stefan, onde o esfor¢co dos controladores baseados na busca extremal desaparecem a
medida que o sistema se aproxima do equilibrio. Em [37] e [39] o mesmo objetivo foi
proposto com a busca extremal baseado em colchetes de Lie. Essa é realmente uma boa

ideia para futuras investigacoes.

Publicagoes

Foram submetidos dois artigos relacionados com o tema desta dissertacao, uma
deles para o XXIV Congresso Brasileiro de Automatica (CBA 2022) intitulado “Busca
extremal para a EDP de Stefan com fronteira moével”e o outro para o 17th IFAC Workshop
on Time Delay Systems (TDS 2022) intitulado “ Eztremum Seeking for Stefan PDE with
Mowving Boundary and Delays”.

Trabalhos futuros

Dentre possiveis futuros trabalhos, destacam-se:

« Elaboracao de algoritmo de busca extremal com o objetivo de eliminar os ciclos
limites decorrentes do movimento senoidal de s(t), com base nos trabalhos de

[38], [37] e [39];
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Resolver o problema da solugao de trajetoria para valores diferentes de «, [ e

k;

Aplicagao da busca extremal para o problema de Stefan abrangendo o caso de

congelamento;
Extensao da metodologia proposta neste trabalho para outros tipos de EDPs;

Aplicagao da metodologia apresentada nesta dissertagdo para a otimizacao da

queima de combustivel de misseis balisticos que utilizam combustiveis sélidos;

Validagao experimental.
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APENDICE

A Prova de desigualdades utilizadas

Desigualdade de Poincaré

Deseja-se provar

2

[w(®I” < 2w(D, 1) + 4D Ju, (1)]*. (A.1)
Prova:
D D
/ w(x,t)? dx = [2zw(x, )2, — 2/ zw(z, t)w,(x,t) d
0 0
D
= Dw(D, t)? — 2/ zw(z,t)w,(x,t) dz (A.2)
0

1 P D
<w(D,t)? + 3 / w(x,t)? dx + 2/ 2w, (x,t)? dx,
0 0

no qual é utilizado a desigualdade de Young na tltima linha, apés alguns calculos e
utilizando o limite superior fOD 22w, (x,t)? < 2D?||lw,(t)| chega-se em (A.1).

O préximo passo consiste na prova de (55)
[w ()] < 2Dw(0, )2 + 4D? fuw,. (1) (A3)
Prova:

D D
/0 w(z, t)?dz = [(x — D)2w(z,t)|2_, — 2/0 (x — D)w(z, t)w,(x,t) dx, (A.4)

utilizando os mesmos passos da prova anterior, chega-se em (A.3)

Desigualdade de Agmon (Caso 1)
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Deseja-se provar

2
e fua, ) < w(0,1)2 + 2 fuw(t)| e, (0] (A5)

Prova: A partir de

/0 w(z, t)w,(x,t)de = %(w(m, t)? —w(0,t)?). (A.6)

Dessa forma

w(z,t)? = w(0,t)% + 2 /"’3 w(z, t)w, (z,t) de < w(0,t)? + 2 /"” lw(x, t)| |w,(z,t)| dz,
’ ’ (A7)
onde a partir do valor absoluto é utilizado a desigualdade triangular. Apds aplicar o
maximo de (A.7) com repeito a = € [0, D], chega-se a (A.6).

O préximo passo consiste na prova de (56)

o lw(z, t)|” < w(D,t)* 4 2 w(t)| |lw,(t)] - (A.8)
A partir de
b 1
/ we, B, (r,1) do = o (w(D,1)? — w(z, 1)), (A.9)

T

seguindo os mesmos passos da prova anterior, chega-se a (A.8).

Desigualdade de Agmon (Caso 1)

Deseja-se provar

D+1 2

w(0,£)* < ()] + w, (2)] (A.10)

Prova:

A partir da integral

— /Om w(zx, t)w,(z,t)de = %(w((),t)2 —w(z,t)?), (A.11)
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pela desigualdade de Young, tem-se

T

%(w((),t)2 —w(x,t)?) < %/0 w(z,t)? +w,(x,t)dr <

(lw(@)]* + Jw, (0)7).  (A.12)

N =

Integrando (A.12) no dominio espacial
1 2 2 1 2 1 2 2 2
(0,02 —w(e,0)2) = - Dw(0,)2 (0] < D(lw(®)]* + lu,(0),  (A.13)

chega-se a (A.10).
O préximo passo consiste na prova de (77)

max, w(a, )] < w(D, ) + 2 |w(t)] |w, (t)] (A.14)
xe|0,

Prova:
A partir da integral
D

/ wiz, w, (z,t) dr = %(w(D,t)Q —w(z,b)?)), (A.15)

xT

seguindo os mesmos passos da prova anterior, chega-se a (A.14)
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